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1．はじめに

通常，軸受や歯車等の機械部品の信頼性を保証

するためには，寿命，破損強度等を実験で評価し，

得られたデータをワイブル解析する手法が用いら

れる．しかしながら，これまでのワイブル解析法

では，信頼性を高めるためには多数の破損データ

を必要とし，多大な工数と費用を要してきた．な

かでも，最近の転がり軸受は清浄な潤滑条件下で

は軸受寿命が著しく長くなってきており１），多数

の寿命データをとることはますます困難になって

きている．

従来，試験時間の短縮を目的として中途打ち切

りデータを含む試験データからでもより確かな寿

命推定値を評価する解析手法がJohnsonにより提

案されてきたが２），その場合での信頼限界を求め

る方法については明確に説明されていなかった．

このため，中途打ち切りを含むデータでの信頼限

界の評価法については，特に国内ではこれまでま

とまった解説書が公表されてこなかった．また，

ユーザの機械部品に対する高信頼性へのニーズは

ますます強く，これまでのような90％信頼度では

なくさらに高い信頼度でのデータ解析が要求され

つつある．

このような状況において，Abernethyらにより

中途打ち切りを含むデータでの信頼限界を高い信

頼度で推定する手法（以下Abernethyの手法と称

す）（解析ソフト名Super SMITH）が開発された３）．

しかしながら，その手法についての妥当性や計算

アルゴリズムについては明確にされていない．筆

者らはこれまでこの解析ソフトについて，その計

算アルゴリズム検証，数学的厳密性を検討し，解

析ソフトの有効性を確認してきた．

本稿では，解析ソフト内容のうち，従来の

Johnson法の拡張にあたるBeta-Binominal法，最

新のFisher's Matrix法による信頼限界計算法に関

して筆者らの検討結果を報告する．

2．従来の信頼限界計算法
（Beta-Binomial Bounds）とその限界

2.1 計算手法

基本的なワイブル解析に関しては，詳細には言

及しないが，これまでに優れた文献がいくつか発

行されているので，参照されたい４)～７)．

従来の信頼限界計算法は，L. G. Johnsonによっ

て開発され２)，Beta-Binomial Boundsと称されて

いる３)．従来の信頼限界計算は，式a～式dによ

る．記号の説明は末尾に示す．

a

s

nCjλ
j(１－λ)n－j＋nCj＋1λ

j＋1(１－λ)n－j－1＋…

…＋nCn－１λ
n－１(１－λ)＋nCnλ

n＝A d

式dの左辺は，順序統計量の分布の累積分布関

数であり，右辺A＝0.5としたときの解λはメジア

ンランクとなる．

New Weibull analysis methods which can estimate confidence bounds of life data including suspended
ones have been developed and available.

Here, calculation algorithm and effectiveness of the Fisher's Matrix Bounds method which is widely used
among various analysis softwares are discussed.
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2.2 Beta-Binominal Bounds法の限界

図1に示したように，従来法の信頼限界は，破

損データ数に等しい点で表される．通常，それら

は内挿されるが，外挿は変化無限なのでなされず，

データがプロットされていない領域をこえた信頼

度での信頼限界の評価が出来ない．破損データ数

が少ないときは，特に計算領域は狭くなる．例え

ば図1のようにL10寿命の信頼限界下限値等が計算

不能となる．破損データ数が少なく，信頼性が低

いからこそ，信頼性を保証するために安全を見込

んで，信頼限界下限値が必要になると考えられる

が，本手法ではこの問題点を解決できない．

2.3 新しい信頼限界計算法概説

Beta-Binominal Bounds法に替わる新しい信頼

限界計算法が1980年以降に米国で相次いで提案さ

れた．その特長を表3に示す．
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信頼限界の計算は，式dを解いて，式a，式s

に代入すれば求められる．

しかし，ランダム中途打ち切りを含む寿命デー

タの場合，平均順序番号が導入されて，順序番号

jが整数でなくなるので，式dの解き方が問題と

なる．

筆者らの研究では，jが整数でないとき，式d

を解くことは不可能ではないが，不合理な結果が

導かれることが判明している．

そこで，Abernethyの手法を紹介する．同手法

は，中途打ち切りデータの存在により整数でなく

なった順序番号における各ランクの値を，全数破

損データとしたとき（順序番号が整数のとき）の各

ランクの値から比例補間法で算出し，式a，式s

に代入する手法８）,９）を基本としている．以下に例

題として，深溝玉軸受を用いて清浄な潤滑油中で

実施した寿命試験データを用い，計算手法を解説

する．

表1にランダム中途打ち切りを含む寿命データ

の例を示す．簡単のため，Ｃ＝90（％）信頼限界を

算出するものとする．

Abernethyの手法は，表1に示したように，ま

ず，中途打ち切りデータも含めた全寿命データに

順序番号と各ランクを割り当てる．式dを解かな

くても，この場合は，文献３）に記載されている数

値表を利用すればよい．

従来のワイブル解析においても，新メジアンラ

ンクは同様の手法で算出されており，世界的に認

知されている．５％ランクや95％ランクはメジア

ンランクと同じ順序統計量の各％である．したが

って，Abernethyの手法はそれらを同様に扱った

自然な拡張手法ということができ，理論的な矛盾

はないものと考えられる．
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表1 全寿命データへの各ランクの割り当て
Assignment of all fatigue life data to the each rank

表2 各新ランク計算結果
New ranked data

注）（ ）内中途打ち切りデータ

次に，表2に示したように，平均順序番号を算

出して，破損データのみに割り当てる．そして，

各平均順序番号に対応する各新ランクを表1の値

により比例補間して算出する．例えば，j'＝2.25

に対応する新５％ランクの値は，

0.0764＋(0.1893－0.0764)(2.25－2)/(3－2)=0.1046

と算出される．

さらに，表2の新５％ランクと新95％ランクを

式a，式sに代入すれば，信頼限界上下限値が算

出される．信頼限界を図1に示す．図中，△印は

表2中の寿命時間を示し，○印は新５％，新95％

ランクを示す．

順序番号ｊ 寿命時間, h メジアンランク ５％ランク 95％ランク

1 125 0.1294 0.0102 0.4507

2 (238) 0.3138 0.0764 0.6574

3 339 0.5000 0.1893 0.8107

4 503 0.6862 0.3426 0.9236

5 846 0.8706 0.5493 0.9898

平均順序番号ｊ' 寿命時間, h 新メジアンランク 新５％ランク 新95％ランク

1 125 0.1294 0.0102 0.4507

（238）

2.25 339 0.3604 0.1046 0.6957

3.5 503 0.5931 0.2660 0.8672

4.75 846 0.8245 0.4976 0.9733
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Bata-Binominal 90% confidence bounds
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同表に示すとおり，４種類開発されており，従

来法（Beta-Binomial Bounds）とともに，解析ソフ

トSuper SMITHにて計算可能である．計算結果

は，それぞれ若干異なる（条件によっては，大き

く異なる）が，同４種類の計算法は従来法の問題

点を解決し，以下の特徴を共通点としてもってい

る．

１）従来法の計算結果は，不連続点であるが，

新しい４種類の計算法での計算結果は，連

続曲線である．

２）従来法では，低い（高い）累積破損確率領域

では計算不能であるが，新しい４種類の計

算法は，すべての領域（０％＜累積破損確

率＜100％）で計算可能．

なお，４種類の計算法のうち，米国では，

Fisher's Matrix Boundsが最も一般的に採用され

ているようであり，Super SMITHでもデフォル

トとなっている．そこで，以下に同手法のみ理論

的な解説を行う．新しいワイブル解析法は回帰手

法に最尤法を用いているため，まず最尤法につい

て通常用いられる最小二乗法と比較して検討す

る．

2.4 最尤法13）, 14）

ワイブル解析における最尤法と最小二乗法の比

較を表4に示す．

論　　文

表3 新しい信頼限界計算法比較
New calculation methods of confidence bounds

名称 基本理論

Fisher's Matrix 

Bounds10), 11)

最尤推定値の分布が正規分布に従う

性質を利用

分散の算出に局所Fisher情報行列を

利用

Likelihood Ratio 

Bounds10)

尤度比統計量Λが自由度１のカイ２

乗分布に従う性質を利用

Monte Carlo 

Simulation Bounds12)

Monte Carlo Simulation（乱数を用い

る手法）を利用

Pivotal Bounds10) Pivotal Quantityの分布の各％点を利用

表4 最尤法と最小二乗法の比較
Comparison of maximum likelihood and least squares method

最尤法 最小二乗法

推定する母数 ワイブルスロープβ，

特性寿命η（母集団の

母数を推定）

ワイブルスロープβ，

回帰直線のＹ切片ａ

（標本の母数を推定）

扱う関数 対数尤度関数ln L（β，

η）式f，式g

誤差εの２乗和Q n

（β，a）（図3），式h，

式j

数学条件 ln L最大（図2におい

て曲面の頂点の座標

が推定値）

Ｑｎが最小

信頼性 データ数が多いとき

（n≧25）最も優れた回帰

手法，データ数少ない

とき（n≦10）ワイブルス

ロープが大き目となる

データ数が少ないと

き（n≦10）最尤法より

優れている

β�

β̂

η̂

Rn L

η�

図2　最尤法の図示�
The logarithmic likelihood function

図3　最小二乗法の図示�
The method of least squares
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∂
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f

g

ε＝Xn－（Yｎ－a）/β h

Qn＝Σε
2

j

k

l

最尤法による推定値は，通常，β
∧

，η
∧

等と表記

され，最尤推定値と称される．

具体的に同値を求めるためには，式gを式k，

式lに代入して，整理して得られる式¡0，式¡1を

数値的に解けばよい．

¡0

¡1

2.5 Fisher's Matrix Boundsの理論式

ワイブル分布に従うデータtiを式¡2で変換した

データは，極値分布と称される分布に従う．極値

分布を導入する理由は，理論式を簡潔にするため

である．

yi＝ln t i ¡2

大標本（データ数が十分大きい）のとき，極値分

布のp％点ypの最尤推定値y
∧

pは，平均yp，漸近分散

As var (yp) の正規分布に従う．なぜなら，最尤推

定値は，真の値ypを狙って推定するため，それを

平均値とした正規分布となる．よって， (y
∧

p－

yp)/{As var (y
∧

p) }1/2は標準正規分布に従うため，yp

の信頼限界上限yp, Uは式¡3，下限yp, Lは式¡4で表現

される．

yp, U ＝y
∧

p + U (P) {As var (y
∧

p) }
1/2

¡3

yp, L ＝y
∧

p － U (P) {As var (y
∧

p) }
1/2

¡4

ypは極値分布の位置パラメータuと尺度パラメ

ータbを用いて，式¡5，式¡6で表現される．

yp＝ u＋wpb ¡5

wp＝ ln {－ln (1－p/100)} ¡6

また，最尤推定値の性質より，式¡7が成立す

る．

y
∧

p＝ u
∧

＋wpb
∧

¡7

u
∧

，b
∧

の算出法は省略するが，前述したワイブ

ル分布のβ
∧

，η
∧

と同様の考え方で式f，式k，式

lにより算出できる．

つづいて，漸近分散As var (y
∧

p)に関しては，式

¡8の関係がある．

As var (y
∧

p)＝As var (u
∧

)＋2wp As cov (u
∧

, b
∧

)＋

wp
2 As var (b

∧

) ¡8

ここで，右辺の各項を行列で表現したものは，

分散，共分散行列と称され，また，それが局所

Fisher情報行列と称される行列I0の逆行列に等し

いという性質がある．すなわち，式¡9，式™0で表

現される．

¡9

™0

極値分布の場合，局所Fisher情報行列I0は，

式™1，式™2となる．

™1

z
∧

i＝(yi－ u
∧

)/b
∧

™2

よって，同式より局所Fisher情報行列を求め，

その逆行列を計算すれば，式¡8，式¡9により漸近

分散As var (y
∧

p)が求まる．そうすれば，式¡3，式

¡4により，極値分布のp％点ypの信頼限界が計算

できる．

最後に，極値分布の信頼限界を式™3により，ワ

イブル分布のものに変換すれば，ワイブル分布の

p％寿命Lpの信頼限界が得られる．

Lp ＝ exp (yp) ™3

ところで，式¡3，式¡4，式™3をよく見てみると，

p％寿命Lpのpが文字で表現されている．よって，

論　　文

= lnlnL ƒ ( xi )Π�
r

=1i
Π�

k

=1j

{ 1－�F Tj(    ) }

∂
∂β�( lnL ) = 0

∂
∂η�( lnL ) = 0

Σ�
n

=1i

ti
β^�1

rη^＝�
1/β^�

－�
Σ�

n

=1i

ti ti
β^�

Σ�
n

=1i

ti
β^� β^�

ln

Σ�
r

=1i

iln1
r －�1x ＝ 0

As var(   )u^�
As var(   )

As cov(        )u^ ,＾�b
＾�bAs cov(        )u^ ,＾�b
＝ I －1

0

＝ I 0

－∂2 ln    / ∂   2L u

－∂2 ln    / ∂   2L b

－∂2 ln    / ∂   ∂L u b

－∂2 ln    / ∂   ∂L u b (u, b)＾�^�

＝ I 0
1
＾�b 2

r Σ�
n

=1i

zi^� zi^�exp

Σ�
n

=1i

zi^� zi^�exp r Σ�
n

=1i

zi^� zi^�2 exp＋�

= Σ�
r

Σ�
n

=1

lnL (β, η) lnβ－�r βlnη＋ (β－1 )r ln x i

i

=1i

i－� (t /η)β�
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本計算手法における信頼限界は，明らかに，連続

曲線で表され，累積破損確率pが，0＜p＜100の

すべての領域をとりえることがわかる．これは，

先に述べた従来の計算手法（B e t a - B i n o m i a l

Bounds）のものにおける，不連続点の集まり，累

積破損確率の領域が最短寿命点から最長寿命点の

間となるといった性質と大きく異なる点である．

2.6 新しい信頼限界計算法の問題点

これまで，Abernethyの手法による新しい信頼

限界計算法のうち，Fisher's Matrix Bounds法に

ついて述べてきた．この手法は高い信頼度での信

頼限界が求められる点で実用上意義が大きい．し

かしながら，筆者らの検討では以下に示した問題

点，疑問点も存在することが分かった．

１）Abernethyの手法は最尤法を理論的基礎と

しているが，最尤法は表4に記したとおり，

通常の寿命データのように破損データ数が

少ない（r≦10）ときには，ワイブルスロープ

βが大き目に推定される．

２）Fisher's Matrix Bounds法は，大標本のとき

（データ数が十分大きい）という前提に基づ

き構築されている．破損データ数が少ない

（ｒ≦10）ときに適用するのは合理的か．

３）Super SMITHの解説書３）に記載されている

実際の計算例では，10個の破損データに対

し，最尤法ではなく，最小二乗法を適用し

て，Fisher's Matrix Boundsの信頼限界を計

算している．データ数が少ないときは，最

尤法より最小二乗法の方が回帰精度が優れ

ているとされることから，最小二乗法が使

用されたと推定されるがFisher's Matrix

Bounds法は，最尤法を理論的基礎において

いるので，この扱いは大胆な手法である．

前掲の表1に示した軸受寿命データについて，

筆者らが最尤法および最小二乗法を用いて

Fisher's Matrix Bounds法で解析した結果を

図4(a)，(b)に示す．この場合，破損データ数は

４個と少ないので，最尤法を用いた場合，ワイブ

ルスロープは1.9と最小二乗法を用いた場合の1.3

に比べて大きく計算される．また，L10寿命での

90％信頼限界下限値は最尤法を用いた場合は63時

間と最小二乗法での28時間より長寿命側に推定さ

れる．

このように，破損データ数が少ない場合におい

ては，Fisher's Matrix Bounds法の適用の妥当性

検討に課題が残されている．実用面ではより少な

いデータからの精度の高い解析が必要とされるこ

とから，ここに示した適正データ数の問題は今後

解決が必要である．

4．まとめ

中途打ち切りデータを含む場合でのワイブル解

析における信頼限界の計算法の新しい手法につい

て，従来法と最近の開発手法のうち，Fisher's

Matrix Bounds法を取上げて検討した結果を以下

にまとめる．

１）従来法はJohnson手法の自然な拡張である

が，データがWeibullチャートにプロットさ

れていない領域をこえた信頼度での信頼限

界の評価はできない．

２）Fisher's Matrix Bounds法は理論的には最尤

推定値の分布が正規分布に従う性質を利用

し，分散の算出に局所Fisher情報行列を利

用するものである．

本法では，信頼限界はすべての信頼度範囲

において連続曲線として求められ，実用上
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図4(a)　最尤法によるFisher's Matrix Bounds�
The Fisher's matrix 90% confidence bounds

 by the maximum likelihood method
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図4(b)　最小二乗法によるFisher's Matrix Bounds
The Fisher's matrix 90% confidence bounds 

by the method of least squares

Eta　　　 Beta　r∧2　  n/s�
566.4676  1.339  0.994  5/1
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その有効性は高い．

３）しかしながら，データ数の少ない場合に回

帰法に最小二乗法が使われており，理論と

の不都合がある．今後，適正データ数の問

題を解決する必要がある．

（記号の説明）

（記号）

a ：回帰直線のy切片

A ：式dで（100－Ｃ)/2％ランクを求め

るとき（100－Ｃ）/200

（100＋Ｃ）/2％ランクを求めるとき

（100＋Ｃ）/200

As cov ：Asymptotic Covariance（漸近共分

散：データ数大のときの共分散)

As var ：Asymptotic Variance（漸近分散：デ

ータ数大のときの分散)

b ：極値分布の尺度パラメータ

b
∧

：bの最尤推定値

C ：信頼水準（％)

nCj ：２項係数（＝n！／j！（n－j)！）

exp ：指数関数

f (x) ：確率密度関数

F (t) ：累積破損確率

Fj{(100－C)/200}：j番めの寿命データの（100－Ｃ）/2％

ランク

Fj{(100＋C)/200}：j番めの寿命データの（100＋Ｃ）/2％

ランク

I0 ：局所Fisher情報行列

I0
－1 ：局所Fisher情報行列の逆行列

j ：寿命データの順序番号

j' ：平均順序番号

k ：中途打ち切りデータ数（r＋k＝n：

全データ数）

ln ：自然対数

ln L ：対数尤度関数

ln L (β,η)：２母数ワイブル分布の対数尤度関

数

Lp ：ワイブル分布のp％寿命

n ：中途打ち切りも含めた全寿命デー

タ数

N ：試験個数

p ：各％点

P ：標準正規分布の両側確率（＝1－Ｃ

/100）

Qn ：誤差の２乗和

r ：破損データ数

R ：信頼度（１－累積破損確率)

u ：極値分布の位置パラメータ

（記号）

u
∧

：uの最尤推定値

Ｕ(Ｐ) ：標準正規分布の片側（100Ｐ/２）％

点

td ：試験時間

ti ：破損データと中途打ち切りデータ

を含めた全寿命データ

Tj ：中途打ち切りデータ

tj, L ：j番めの寿命データのＣ％信頼限界

下限

tj, U ：j番めの寿命データのＣ％信頼限界

上限

wp ：式¡8で定義される値

xi ：破損データ

Xn ：ワイブル確率紙上のデータ点のX座

標

yi ：極値分布データ

Yn ：ワイブル確率紙上のデータ点のY座

標

yp ：極値分布のp％点

y
∧

p ：ypの最尤推定値

yp, U ：ypの信頼限界上限

yp, L ：ypの信頼限界下限

z
∧

i ：式™4で定義される値

α ：危険率

β ：ワイブルスロープ

β
∧

：βの最尤推定値

η ：特性寿命（＝L63.2)

η
∧

：ηの最尤推定値

λ ：j番目の寿命データの各ランクの値

（式dの解)

ε ：誤差

Π ：総積
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